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Probabilità Condizionata: Definizione
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Teorema della Probabilità Composta

P(A ∩ B) = P(A | B) P(B) = P(B | A) P(A).

la probabilità che due eventi si verifichino contemporaneamente è pari 
alla probabilità di uno dei due eventi moltiplicato con la probabilità 
dell'altro evento condizionato al verificarsi del primo



Teorema della Probabilità Marginale

   P(B) = P(B | A) P(A) + P(B | Ā ) P( Ā )

Questa formula può essere dimostrata, sfruttando le proprietà delle operazioni fra eventi 
e della probabilità, attraverso i seguenti passaggi:
P(B) = P(B ∩ 𝛀) = P[B ∩ (A ∪ Ā )] = P[(B ∩ A) ∪ (B ∩ Ā )] = P(B ∩ A) + P(B ∩ Ā 

) = P(B | A) P(A) + P(B | Ā ) P( Ā ),
dove fra le altre cose oltre alla formula di probabilità composte si sfrutta il fatto che       (B 
∩ A) e (B ∩ Ā ) sono incompatibili (lo si può  verificare utilizzando i diagrammi di 
Venn).



Probabilità Condizionata: Esempio

9 studenti: 4 maschi e 5 femmine partecipano ad un concorso. Una delle femmine : Maria 
ha la probabilità di vincita di 1/9. Prima dell'uscita dei risultati trapela la notizia che la 
vincitrice è una femmina. La probabilità di vincita di Maria adesso è 1/5 perché nel 
concorso c'erano 5 femmine. L'informazione extra che la vincitrice è una femmina, ha 
cambiato la probabilità di vincita di Maria. Sia A l'evento "Maria ha vinto" e B l'evento "una 
femmina ha vinto", allora la probabilità dell’evento A condizionato del evento B è P(A|B) è 
rappresenta la probabilità che l'evento A si verifica dato che B  si è verificato.

- P(A∩B) = P(A) = 1/9,  
- P(B) = 5/9,  
- P(A | B) =  (1/9)/(5/9) = 1/5.
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Teorema di Bayes: Esempio 1
Una malattia colpisce 1 persona su 100.
Un test dà esito positivo nel 98% dei casi su persone effettivamente malate e nello 0,5% dei 
casi su persone che invece stanno bene.
Se una persona fa il test, che probabilità p ha di essere davvero malata se il test dà esito 
positivo? 

- p(M/P): p che la persona sia malata posto che il test sia positivo
- 1/100: p di incidenza della malattia
- 98/100: incidenza di positività sui malati
- 99/100 (cioè 1-1/100): incidenza sulla non-malattia
- 5/1000: esito positivo sui sani



Teorema di Bayes: Esempio 1



Teorema di Bayes: Esempio 2
In un caso di omicidio ci sono due sospetti, A e B, considerati dalla polizia “ugualmente 
sospettati”. Sul luogo del delitto sono stati rinvenuti  dei capelli non appartenenti alla vittima, e 
quindi appartenenti al colpevole. La  prova del DNA sui capelli e sui due sospetti ha portato alla 
conclusione che il DNA ritrovato potrebbe appartenere all’80% ad A e al 50% a B. Qual'è la 
probabilità che sia A il colpevole alla luce dell’analisi del test sul DNA? E che sia B?

Sappiamo:   P(A) = P(B) = 0,5    P(test|A) = 0,80     e     P(test|B) = 0,50

Allora:     P(test|A)P(A) + P(test|B)P(B) = 0,8 x 0,5 + 0,5 x 0,5 = 0,65   e 

P(A|test) = 0,8x0,5/0,65 = 0.6

P(B|test) = 0,5x0,5/0,65 = 0,4



Teorema di Bayes: Generalizzazione

La formula della probabilità marginale può essere estesa anche ad una partizione dello 

spazio campionario 𝛀 più “fine” di quella vista in precedenza fra A e Ā. Il termine “più 
fine” in matematica indica la ricchezza di elementi: tanto più fine è una famiglia di insiemi 
tanto è più ricca in termini di numero di elementi presenti. Ricordiamo che una partizione 

di un insieme  𝛀, spazio campione, (ma la definizione di partizione vale per un qualsiasi 
evento B) è una suddivisione di tale spazio in tanti eventi A1, A2, ..., Ak che siano esaustivi 
ed incompatibili:

- esaustivi in quanto devono esaurire 𝛀, cioè la loro 
unione deve coincidere con tale spazio.

- gli eventi non devono avere punti campionari in 
comune.

��



Teorema di Bayes: Generalizzazione

La formula della probabilità marginale 

La formula di Bayes

dove P(B) viene definita dalla formula precedente.

- P(Ai|B) è detta probabilità a 
posteriori della causa Ai;

- P(Ai) è detta probabilità a priori 
della stessa causa e

- P(B|Ai) è detta verosimiglianza 
dell'evento B.



Esercizi
Esercizio A
In un’azienda ci sono due macchine che vengono utilizzate quotidianamente. Nel corso di 
una giornata la probabilità che si rompa la prima è 0,1 e che si rompa la seconda 0,15. Le 
due macchine possono rompersi indipendentemente l’una dall’altra. 

- Qual è la probabilità che nel corso di una giornata non si rompa nessuna macchina?
- Qual è la probabilità che nel corso di una giornata si rompa almeno una macchina?
-  I due eventi considerati al punto 1 e 2 sono indipendenti? Sono incompatibili?

Esercizio B
Un dado regolare viene lanciato due volte. Nell’ipotesi che si sappia che il punteggio totale 
dei due lanci è 6 qual è la probabilità che il punteggio del primo lancio sia stato 3?



Esercizi

Esercizio C
Tra i partecipanti ad un concorso per giovani musicisti, il 50% suona il pianoforte, il 30% 
suona il violino ed il restante 20% suona il violoncello. Inoltre, partecipano per la prima 
volta ad un concorso il 10% dei pianisti, il 33% dei violinisti ed il 10% dei violoncellisti. 

- Scelto a caso un partecipante, qual è la probabilità che sia al suo primo concorso?
- Sapendo che il partecipante scelto è al suo primo concorso, qual è la probabilità che 

sia un violoncellista?
- Sapendo che il partecipante scelto non è al suo primo concorso, qual è la probabilità 

che sia un violoncellista? 
-  Si stabilisca se sono incompatibili gli eventi “suonare il piano” e “partecipare per la 

prima volta ad un concorso”, motivando la risposta


